Lycée La Martiniere Monplaisir PT

2024-2025

Devoir Maison 1

Exercice 1
(Adapté de Ecricome ECS 2016)

On pourra utiliser sans justification que 2 < e < 3.
In(n)

On s’intéresse dans cet exercice a la série de terme général u,, = (—1)" pour n > 1. On note

pour tout entier n > 1,
n
5}/==§£:uk
k=1

n

1
1. Pour n > 1 on note w,, = 7= In(n).
k=1
(a) Rappeler les développements limités a 'ordre 2 lorsque = tend vers 0 de In(1 + z) et
1
1+x

1
(b) Montrer alors que : wy41 — Wy W T
(¢) Montrer que la série de terme général (w,+1 — w,) converge, puis que la suite (w,,)

converge vers un réel v, appelé constante d’Euler.

In(t)

2. Etudier les variations de la fonction ¢ : t — —— sur |0, +oo]. Dresser le tableau de variations
de la fonction ¢ en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.
3. Montrer que la série de terme général u,, converge. Est-elle absolument convergente ?

~In(k) [In(n))?
4. On note pour tout entier n > 1, v, = Z n(k) _ [in(n)] .

k=1
(a) Justifier que pour tout entier n > 3, on a :

n+1
In(n+1) < / In(t) &t
n+1 "

k 2

(b) En déduire que la suite (vy,)n>3 est décroissante et convergente.

5. Montrer que pour tout entier n > 1,

o= In(2k) <X In(k)
Son =2 T Dt
k=1 k=1
puis que :
"1 In(2)]2
Son =10(2) Y - + vy = v2n — [n(2)] In(2) In(n)

6. Démontrer alors que :
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Exercice 2
(adapté de Banque PT 2022)

Partie 1
5 1
2 bog
On considere la matrice A = 1 2 1 et f 'endomorphisme de R? canoniquement associé
1
I3
2 2

4 A. On note C la base canonique de R3.

1. Soit w = (1,-2,1), v = (1,0,—1) et w = (1,1,1). Montrer que B = (u,v,w) est une base de
RB

2. Déterminer la matrice de passage de C & B que 'on notera P puis la matrice de passage de
Bac.

3. Déterminer la matrice de f dans la base BB, on notera D cette matrice.

4. Démontrer que pour tout entier naturel n € N, A" = PD"P~ 1.

5. En déduire A" en fonction de n pour tout entier naturel n.

Partie I  —  Jouons au golf
Un joueur de golf, Anthony, s’entraine sur le premier trou du parcours.
Il réussit le par sur ce trou s’il rentre la balle dans le trou en exactement 4 coups.

Il est au-dessous du par s’il rentre la balle dans le trou en 3 coups maximum et il est au-dessus du
par dans les autres cas.

Anthony a constatée que : pour tout entier naturel n,
e si lors du n-éme entralnement, il est au-dessous du par, alors lors de I’entrainement suivant,

5 1
il reste au-dessous du par avec une probabilité de 3 il réussit le par avec une probabilité de 1 et

1
il est au-dessus du par avec la probabilité de 3

e si lors du n-éme entrainement, il réussit le par, alors lors de I’entrainement suivant, il est

1 1
au-dessous du par avec une probabilité de T il réussit le par avec une probabilité de 3 et il est

1
au-dessus du par avec la probabilité de T

e si lors du n-éme entrainement, il est au-dessus du par, alors lors de ’entrainement suivant,

1 1
il est au-dessous du par avec la probabilité de 3’ il réussit le par avec une probabilité de 1 et il

5
reste au-dessus du par avec une probabilité de 3

On note A,,, B, et C}, les événements « Anthony est au-dessous du par lors du n-eme ’entraine-
ment », « Anthony réussit le par lors du n-éme l’entrainement » et « Anthony est au-dessus du par
lors du n-eme I'entrainement » et a,, b, et ¢, leur probabilité respective.

Lors du dernier échauffement, considéré comme ’entrainement numéro 0, Anthony réussit le par.
On a donc ag =cyg =0et by = 1.
1. Donner les valeurs de a1, by et cy.
2. Donner les valeurs des probabilités conditionnelles : P4, (A,,41), Pp, (Ant1) ainsi que Pe, (Ap41).

Chaque valeur devra étre justifiée par une phrase, éventuellement extraite de 1’énoncé.

, 5 1 1
3. Etablir pour tout entier naturel n que a,+1 = gan + an + gcn.
4. Exprimer de méme b, 1 et c,41 en fonction de an, by, et ¢,. Aucune justification n’est de-
mandée.
an
Pour tout entier naturel n, on pose G,, = | b,
Cn

5. Donner une relation entre G, 1, G, et la matrice A de la premiére partie.
6. Donner sans démonstration la relation entre G, Go, A et n.
7. En déduire les valeurs de a,,, b, et ¢, en fonction de n.
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8. Que valent lim a,, lim b, et lim c¢,?
n—+oo n—-+oo n—-+oo

Interpréter le résultat.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice 1

2
. . 2 Lo 2 2
1. (&) Ona:|Inl+z) = +o(z?) |et 1+xx:>01 x4 z° + o(x®) |

I
—+ | =
—_

|

=3
7 N

3
S|+
—
N———

1 1 1 L L 1 1 . 1
= —|1l—-—+—=+40|—5 —|——=—=40(—
n—+oo n n 2 2 n  2n?2 n?
j— 1 1 -
notoo 212 +o n2 Equivalent
Une suite (ou une
Ainsi | w41 —w, ~ —L . fonction) est tou-
n—too  2n? jours équivalente au
. . . 1 premier terme non-
(¢) De la question précédente on tire |w,1+1 — wy)] e T2 nul de son DL,

. . 1 . . . 1
La série de Riemann g —; converge (car2 > 1) donc, par linéarité, la série g oz
n n
n>1 nz>1
converge.
Par théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série g | W41 — Wy

n>1
converge.

Ainsi, la série g (wp+1 — wy) converge absolument et donc| la série g (wp41 — wy,) converge.

n>1 n>1
N-1
Pour N e Non a w, = wy, + E Wh+1 — W-
k=1

n—1 +oo

On vient de montrer que la suite (wl + g W1 — wk> converge (vers wi+ E W1 —
k=1 neN k=1

wk).

Ainsi ‘ la suite (wy,)nen converge. ‘

2. La fonction ¢ est un quotient de fonctions de classe C* sur |0, +oo[ dont le dénominateur ne
s’annule pas et est donc de classe C* sur ]0, +o00]

De plus, pour tout réel t > 0, on a :

Pot-ln)-1 _1-In()

! —
¥ (t) - t2 t2

Donc ¢/ (t) > 0 si et seulement In(t) < 1 i.e. si et seulement si t < e’

Ainsi ‘ © est strictement croissante sur |0, e] et est strictement décroissante sur [e, +o00]. ‘

Par croissances comparées, on a : | lim ¢(t) =0|
t—+o00

Par produit, on a : | lim ¢(t) = —oco |
t—0
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On en déduit le tableau de variation suivant

X 0 61 +00
¢'(x) + 0 -
o1
© / \
—00 0

3. Soitn>2. Ainsi2n+3>2n+2>2n+1>2n>4>3 >e.

La suite (Jun|), >3 est ainsi décroissante. Par croissances comparées elle converge vers 0.
>

In(n)In(n 4+ 1)

0.
nn+1) <

Enfin, pour n > 3 on a upupy1 = —

Décroissance

On travaille ainsi sur
un ensemble ou ¢
est décroissante

La série E U, est donc une série alternée, elle converge donc et, par conséquent, | la série E U, converge.

nz=3 n>=1

In(n)

1 1
> —. Or la série de Riemann Z — diverge.
n n

n>1

Pour tout n > 3, on a |u,| =

Ainsi par théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série g |un| diverge.

Finalement | la série E u, n’est pas absolument convergente.
n>1

4. (a) Soit n > 3. Alors : n+ 1 > n > 3 > e. La fonction ¢ est strictement décroissante sur
e, +oo[ donc :
Vte n,n+1], p(n+1) < p(t)

Par croissance de l'intégrale, on a :

n+1 n+1
/ p(n+1)dt < / o(t) dt

C’est-a-dire

In(n+1) < /"+1 In(t) Gt
h n t

(b) Soit n > 3. On a ainsi :

In(n 1 nlnk 2
UM%_( [<+ ) (Z ;(c (ﬂ)
k=1 k=1
]

In(n +1) [mm+nf_umm2

3
Ngf
=
=2
S

n+l 2
n+1

~In(n+1) |[n@)?
on+1 2

1 1 ntlg 1 1 ntl
:Eﬁiﬁ_/ 7m@m23@ili/ o) gy

n+1 n t n+1 " t
<0

Ainsi ‘ la suite (vy,)n>3 est décroissante. ‘

Soit n > 3. On a, de maniére similaire & la question 4.(a),

VE € [3,n], Vit e [k, k+1], o(t) < pk)

— Semi-convergente —

La série Z Un €St
n=1

convergente mais

pas absolument

convergente, on

dit qu’elle est semi-

convergente.
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Ainsi it
In(t In(k
Yk € [3,n], / ﬁdtg n(k)
& t k
D’ou, d’apres la relation de Chasles,
" In(t) i, /’““ In(t) 2 In(k)
—=dt = ——=dt <
e n ) e
C’est-a-dire
In(n)?® [In(3) _N~ln(k)  I2)  In(n)
2 2 = k 2 n
k=1
On en déduit que
2
In(2) — [In(3)] In(n) <o,
2 n
In(n)
Comme n >3 >eona ——- >0 et donc — Minoration

In(2) — [In(3))*

2

La suite (v,,) est ainsi minorée par p

Pour dire qu’'une
suite est minorée il
faut la minorer par
uneconstante, le
minorant ne doit pas
dépendre de n.

(vp,) est une suite décroissante et minorée, on en conclut donc que : ‘ (Un)n>3 est convergente. ‘
5. Soit n >

1. En séparant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs on a

n—1

In(k) In(21) 1 1In(2i 4+ 1) In( 2k n(2k + 1)
_1 k — _1 21 _1 2i+1 —
Z( ) k Z( ) 2i +Z( ) 2 +1 Z Z 2k +1
k=1 =1 1=0 k=1 k=0
et )
" In(k " In(2k) *In(2k + 1)
PRI -
k 2k 2k +1
k=1 k=1 k=0
Ainsi
2n
In(k
Son = Z(_l)k ](C )
k=1
B i In(2k) ”il In(2k + 1)
o 2k 2k +1
k=1 k=0
B 2”: In(2k)  [e=~In(k) z”: In(2k)
B 2%k k 2k
k=1 k=1 k=1
Ainsi
" In(2k) < In(k)
> =
Vn 1, Sgn 2 o0 L
k=1 k=1
6 Bastien Marmeth
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Soit n > 1. On déduit de I’égalité qui précede que :

2k k
k=1 k=1
B n IH(Z)—FIH(]{}) 2n ln(k)
= . _ .
k=1 k=1
1 In(k) <X In(k)
=In(2) ) ++ -
k=1 K k=1 k k=1 k
k=1
—10(2) 30 % 4 v, — vy, 4 L2 ) )
k=1
_ 1 [—In(2)] [21In(n) — In(2)]
= In(2) 2 % + Uy, — Vop + 5

On a donc bien

W1, Son =1 (2)2731 + LG
= 1, n — 11 ' n — U2n — —In n
n 5 2 T 5 n
6. On sait que
Sy e - s
2 (UM = T Su =l San
lim v, = lim vy, et lim w, =~
n——+oo n——+oo n—-+oo
Alors : ) )
In(2 2
Sgn 111(2) n [D(2 )] + (’Un — U2n> — 1 (2) [Il(2 )] 0
Finalement
S~ qynIn(n) [In(2))”
S (-1 ) -
n 2
n=1
Corrigé de I’exercice 2
Partie 1
1 1 1
1. On a Mate(u,v,w)=|—-2 0 1] Et
1 -1 1
1 1 1 1 1 1 IiLoeL
_ — 3 L3—1
Rang 2 0 1 = Rang 0o 2 3 Lot Lot2L;
1 -1 1 0 -2 0
1 1 1
= Rang 0 2 3 Ly <+ L3+ Ly
0 0 3
=3

Ainsi Mate (u, v, w) est inversible, | B = (u,v,w) est donc une base de R? |
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1 1 1
2.OnaP=FPp=Mate(B)=|[—-2 0 1] On sait que Pg¢ = PC_,L13 =p~L
1 -1 1
On va inverser P par la méthode de Gauss-Jordan
1 1 111 0 O
-2 0 1]0 1 O
1 -1 1]0 0 1
1 1 1] 1 0 0 Lt InrL
0 2 3|2 10 3 sl
Lo+ Lo+2L
0 -2 0]-1 0 1 2l
1 1 1|1 0 O
0 2 3|2 1 0 Lg «— L3 + Lo
00 3|1 1 1
1 1 1|1 0 O
0 2 01 0 -1 L2 < L2 — L3
00 31 1 1
1 1 1)1 0 0
01 0% 0 -2 Ly¢3Ls
- Tt 7 Ly¢3Ly
3 3 3
1 1 1
10 0| —2 =
g 39 [hLi—L
1$5=L1—Ls
0105 0 9 Ly+L1—Lo
oo |l L]
3 3 3
Ainsi
11
? 3 61 1 1 -2 1
PB,c:P_lz — 0 —— :6 3 0 =3
T 1 2 2 2 2
3 3 3
3. D’apres la formule de changement de bases, on a Matg(f) = P ¢ Matc(f)Pc B, c’est-a-dire
D =P AP
Apres calcul on obtient
1 00
D=0 2 0
0 0 4

4. 11 peut étre tentant d’effectuer une récurrence ici mais la formule de changement de base
nous donne le résultat immédiatement. Soit n € N, alors

A" = Matc(f”) =Fcp Matg(f")PB,c =pprp!

On a donc bien

\VneN,  A"=pPD'P!]

1 0 0
5. D étant une matrice diagonale on sait que, pour n € Non a alors D" = |0 2" 0
0o o 3"
Puis, en exploitant la formule de la question précédente, pour n € N,
" no1, 14" 147 n—1
- +2 +=- ==z = -2 + =
3 mo1 6 43n % 3 o1 6 1 2x4"+3x2"4+1 2x4" -2 2x4" -3 x2"+1
m3 3 4 P o3 3 2% 4" —3x 2"+ 1 2x4"—2 2x 4" +3x2"+1
375 303 Y
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Partie II  —  Jouons au golf

1. On sait que Anthony a réussi le par au coup 0, ainsi, d’apres I’énoncé, a I'entrainement 1 il

1
est au-dessous du par avec une probabilité de T il réussit le par avec une probabilité de 5

1
et il est au-dessus du par avec la probabilité de 1

1 1
,b1:§et0121.

B~ =

Clest-a-dire | a1 =

2. D’apres 1’énoncé

e si lors du n-éme entrainement, il est au-dessous du par, alors lors de I’entrainement suivant,

il reste au-dessous du par avec une probabilité de g, ainsi | Py, (Apy1) = g .
e si lors du n-éme entralnement, il réussit le par, alors lors de I’entrainement suivant, il est
au-dessous du par avec une probabilité de i, ainsi | Pp, (Apt1) = i !
e si lors du n-éme entrainement, il est au-dessus du par, alors lors de I’entrainement suivant,
1

1
il est au-dessous du par avec la probabilité de 3’ ainsi | Pe, (Ant1) = 3l

3. Soit n € N, la formule des probabilités totales appliquées au systéme complet d’événements
(A, Bn, Cy) nous assure que

P(Ant1) =Pa, (An+1) P(An) + Pp, (An+1) P(Bn) + Pc,, (Ang1) P(Cy)

C’est-a-dire

5 1 1
Vn € N, an+1 = gan + an + gcn
4. De maniere similaire on a
1 1 1
bn = —0Unp 7bn —~Cn
Vn € N, +1 4a + 5 + 4c
1 1 5
V N n — Zan *bn o tn
n €N, Cn+1 8a , + 1on + 8c

5. D’apres les questions précédentes on a

5
o Un 7bn otn
8a + + =c

1
Gn1=| Za, + =b, +

—
ool =

Cn

—an + =b, + =c,,

S
N
0| TUS| —

O | — oot 0|~

IS I N TN
| T | — 00|

|

|
b
)
3

Ainsi

1
Vn € N, Gn+1 = ZAGn

6. On a alors, par une récurrence aisée,

1
Vn €N, G, = 4—nA"G0
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7. D’apres la question précédente on a

1
G, = —A"G
gn 0
2x4"+3x2"+1 2x4" -2 2x4" -3 x2"+1
—111 n n n
~ 166 2x 4™ -2 2x4" 4+ 4 2x 4" -2
2x4" —3x2"+1 2x4" -2 2x4"4+3x2"+1
2 x 4™ —2
— 1 n
= oxa | 2xam+a
2 x 4" -2
Ainsi
4m —1 1 1
an = = — —
Vn € N, b, = S
" Bxdn 3 3x4n
US| 1
T 3xan T3 3xan
8. D’apres la question précédente
. . . 1
lim a,= lim b,= lim ¢, = -
n= oo n—+oo n—-+oo 3

On peut donc estimer que, quand n devient trés grand, Anthony a autant de chances d’étre
sous, sur ou au par. Cela pose un peu la question de 'efficacité de son entrainement.
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